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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Definice 1
Necht f(t) je komplexni funkce realné proménné

a necht integral _fow f(t)e ™ dt existuje a ma koneénou hodnotu
alespon pro jedno komplexni Cislo P.
Potom Laplaceovym obrazem funkce f (t) budeme rozumét integral

F(p) =j0“’ f(t) e ™dt.

Funkci f (t) nazyvame predmetem.

Laplacellv obraz je funkce komplexni proménné p,p=Rep+ilmp.

DefiniCnim oborem Laplaceova obrazu je mnozina vSech komplexnich
Cisel, pro ktera konverguje vySe uvedeny integral.



PRIKLAD 1

Laplaceuv obraz funkce f (t) = 1
Podle definice je

£{1}:jow1e‘p‘dt — lim Be—ptdt :i lim e—pB_i

B—+w0 d0 — p B—+w — p

Je-li p komplexni &islo, pro které platiRep>0,je lime ™ =0

B—+o0

a tedy
£{1}:jwle_ptdt _Liimere_ Lt _1
: pe>r  —p p

0

Laplaceuv obraz funkce f (t) = 1 je roven £{1}= i




PRIKLAD 2

Laplace(iv obraz funkce f (t) = €3, kde a je komplexni konstanta.
Podle definice je

o0 ] B 1 ] 1
£{ea‘}=_[ e e Pdt = lim _[ e@ Pt =—— |ime® PP —_

0 B—+4w0 J0 a— p B—+x a— p
Je-li p komplexni Eislo, pro které plati Re p > Re a, je lim el PB —
a tedy

lim [*e@P gt = 1 fimetem® 1 1

B—o>+w0 J0 p_a\B—>+ooY ) p_a p_a

0

at . 1
Laplacetv obraz funkce €* je roven £{e®}=———.
p—a




PRIKLAD 3

Laplacelv obraz funkce COSt.

u=cost u' =-sint

_ [~ “Ptqt — =
£{cost}—jo coste P dt = " V:_ie_pt —
P

. - u=sint u'=cost
=——coste ™ __IwSinte_ptdt: ' - pt 1 - pt

D . P 0 V =¢ V=——=¢€

P

1 o1l 1. T olgs
=——coste’ ™| —=| —=sinte ™™ ——_[ —coste " dt |=

P o P P o P ’

o0

” 1 1 .
jCos’te_ptdt:——coste‘pt +—sinte™

0
- T J p 0 p 0 T v

o0

1 oo
——j cost e " dt
p* o




PRIKLAD 3 — POKRACOVANI

1 241 1 . N
| +— .| = P+ +—23|nte‘IOt

1 .
: —-1 =—=coste™™
o P

P P P

0

Je-li p komplexni &islo, pro které plati Re p > 0, potom

lim coste ™ =0, lim sinte ™ =0

B—+w0 B—+o0

a tedy

2
P Lo to-o=i1=_t

2 2

P P P p*+1

Laplacedv obraz funkce COSTt je roven £{cost}=—;

P

P +1




PRIKLAD 4
Podobné miizeme z definice urgit Laplacetiv obraz funkce Sint
£{sint}= I:sint e " dt=... 2 X per partes ...

o0 o0

1. 1 1 ¢ .
= ——sinte ™ +—zcoste"°t __2.[0 sinte Pdt
p 0 p 0 p
- . 1 . | R P
f sinte ™dt=—-—sinte™ +—2coste‘pt ——Zf sinte Pdt
0 0
N P J p 0 p 0 p N P J

Analogl;icky, plati-li Re p > 0, dostavame |

2
P Lo ta-omi=—t
p p p p* +1

Laplacedv obraz funkce sint je roven £{sint}=

2

p>+1




PREDMET STANDARTNIHO TYPU

Definice 2

Rikame, Ze funkce f ma v bodé X nespojitost prvniho druhu,

jestlize neni v bodé X spojita, ma ale v bodé X konec¢né jednostranné
limity zleva i zprava.

Definice 3
Funkei f (t) definovanou na (&b), kde a,bjsou koneéna é&isla, nazyvame

po ¢astech spojitou, ma-li v (a,b) nejvyse konecny pocet bod
nespojitosti prvniho druhu.

y,.




PREDMET STANDARTNIHO TYPU

Definice 4
Bod x se nazyva hromadnym bodem mnoziny M jestlize v kazdém
jeho okoli lezi alespon jeden bod mnoziny M, ktery je ruzny od x .

Jinymi slovy: bod X je hromadnym bodem mnoziny M prave tehdy,
kdyZ v jeho okoli lezi nekone¢né mnoho bodd mnoziny M.

Definice 5
Rikame, ze funkce f (t) je funkci exponencialniho radu s indexem

rastu &, jestlize bod +oo je hromadnym bodem jejiho definicnhiho oboru
a jestlize existuji realna Cisla tya M >0 takova, ze nerovnost

()| <M e
plati pro vSechna t > t,, pro ktera je f (t) definovana.
Zapisujeme:
PISH f(t)=0(e)



PREDMET STANDARDNIHO TYPU

LY 4 ry v rz

f)<7e”  f)=0(e™)

y
Me*

/ o
fo




PREDMET STANDARDNIHO TYPU

Poznamka:

Je-li Cislo &, indexem rustu funkce f, potom také kazde &," > ¢, je jejim
indexem rustu.

Kazda funkce exponencialniho fadu ma tedy nekone¢né mnoho indexu
rustu. Zpravidla pouzivame nejmensi z nich, pokud existuje.

Priklady funkci exponencialniho radu:

a) Kazda funkce ohraniCena (definovana pro vSechna dostate¢né
velka 1) je exponencialniho fadu s indexem rustu 0.

b) Funkce €&, a redlné, je exponencialniho fadu s indexem riistu a.

c) Funkce t", N nezaporné, je exponencialniho fadu a jejim
indexem rustu je kazdé kladné Cislo.



PREDMET STANDARDNIHO TYPU

Definice 6

Komplexni funkce f ( t) realné proménné t se nazyva predmét
standardniho typu, ma-li tyto tfi vlastnosti:

1. Je po &astech spojita na intervalu (0,+%).
2. Je exponencialniho radu.

3. Rovna se nule pro vsechnat <0.



VETA O EXISTENCI LAPLACEOVA OBRAZU

Véta 1

Necht f(t) je pfedmét standardniho typu (PST) a £; index jeho rustu.
Potom Laplaceuv obraz

F(p)zs{f(t)}:j: f(t)e ™dt

existuje a jeho definiCni integral konverguje absolutné pro vSechna
komplexni p, pro néz Re p > ¢; . MGzeme tedy fici, Ze Laplacelv
obraz je definovan v poloroviné Re p > ¢ .

Poznamka: Predpokladem veéty je podminka postacuijici, nikoli
podminka nutna a postacuijici. Existuji tedy i funkce, které maji
Laplaceuv obraz, ale nejsou PST.



VETA O LINEARITE LT

Véta 2
Necht f, (t) jsou PSTaF ;(p),i=1,2,3, .., nodpovidajici Laplaceovy
obrazy . Necht a; jsou libovolné komplexni konstanty.

Potom pro vSechna komplexni Cisla P, pro ktera jsou definovany
soucasné vsechny F; (p), plati

L Zn:ai fi(t) :Zn:aiFi(p)

Dukaz plyne z véty o linearité integralu.

Pozor!

Véta plati jen pro souCet kone€ného poctu ¢lenu. V opaéném pripadé se
jedna o radu a bylo by tfeba doplnit dalsi podminky.



LINEARITA LT - PRIKLADY

£{3—55int+2e?’t} :35{1}—5£{sint}+2£{e3t} —

:33—5 21 +2 L
P p°+1 p—3

£{—4+ 7e2t—3(:ost} =—48{1}+ 7£{e2t} +38{cost} =

SEVEI .

P p—2 p°+1




VETA O POSUNUTI V OBRAZU

Véta 3
Necht f(t) je predmét standardniho typu, SE{ f (t)} =F(p)
a necht' a je komplexni konstanta. Potom:

ele™ f(t)} =F(p-a)

Dukaz: Funkce f (t) i funkce € jsou pfedméty standardniho typu
(PST), jejich soucin je tedy take PST.
Plati: 0 0
efe® (1)} :j f(t)ete ™dt =j f(t)e "' dt=F(p-a)
0 0
coz jsme meli dokazat.

Poznamka: Vynasobime-li prfedmét vyrazem e, pak v obrazu
vsude nahradime p vyrazem p — a.



POSUNUTI V OBRAZU - PRIKLAD
ele*- f(t)}=F(p-a)

Laplacelv obraz funkce e™1.

e== = £{e‘5t.1}pf5 L
P PD+5
Laplacetlv obraz funkce €”-sint
£{sin(t)} = 21 = g{e“sint}pfg 1

p? +1 (p-3)°+1



VETA O DERIVACI OBRAZU

Véta 4 Necht f(t) je pfedmét standardniho typu, £{f (t)} = F(p).
Potom:

s{t-f(t)}=—F'(p):—f—p(F(p))

Poznamka: Funkce t- f(t) je také pfedmétem standardniho typu,
vétu o derivaci obrazu mizeme pouzit i na funkci t- f (t).

eit-t- f(t)}:—dip£{t. f(t)} = ddp2 (F(p))

indukci I1ze odvodit vztah

Lt f ()} = (=)’

dn
dp”

(F(p)), n ptirozené &islo.



DERIVACE OBRAZU - PRIKLADY

d 1 1
at | _ 1 £ teat - — ( ]:
at }——p_a [te”) dplp-a) (p-a)
: 1 : d 1 2P
£ t = Litsint; =— =
{Sln } p2_|_1 { I } dp[p2+1j (p2+1)2
__P d 2_1
£{cost} = ¢t cost) = — b |__P
p2+l { } dp p2+1 (p2+1)2



VETA O ZMENE MERITKA

Véta 5

Necht f (t) je PST, £{ f (t)} = F(p) a necht K je kladna
konstanta. Potom funkce g(t) = f(kt) je také PST a plati

ﬁ{g(t)}=£{f(kt)}:%,:(§j

Analogicky plati

SURIELD



VETA O ZMENE MERITKA - PRIKLADY
Urgime obrazy €*‘,coskt,sinkt, k>0.

1 1 1 1
S{et}zﬁ — o@{ekt}:EB— = p_k
K
. P
P _ Kk P
£ {cost} = 1 = S{COSkt}E(pJZ e
— | +1
K
. 1 . 1 1 K
£{sint} = ) — £{smkt}=E 2 i



VETA O INTEGRACI OBRAZU
Véta 6 Necht' f (t ) je PST exponencialniho fadu «, 53{ f (t)} =F(p).
f(t)

Necht existuje vlastni limita tILTT
Potom

S{@}ﬂﬂq)dq, p>a
Dukaz:

gty =1 () ~ f)=t-g(t)
{f(t>}=F(p>, ¢{g()} =G(p).
s{f(o}=£{tog<t>}=—dd—pe(p>=—e'(p>>

funkce G(p) je primitivni funkci k funkci —F(p)

= —F(p)=GC'(p)

G(p)=[-F(e)da=[F(g)dg, p>a



VETA O INTEGRACI OBRAZU- PRIKLAD

e{ (O} =F(p) o Ol [F@da p>a
: sint

£{smt}: p2+ >0 £{T}:7
sint cost

e S

g +1



VETA O OBRAZU DERIVACE
Veéta 7
Necht f'(t) je PST exponencidlniho fadu o, £{f(t)} =F(p) .
Potom
e{f'(t)}=pF(p)-f(0,), p>max(0 )

Dukaz;

4 _OO ' —pt _U=e"°‘ u’:_pe—pt
S{f(t)}—!:f(t)e A=l et

E f(t)]:” —T p f(t)e ™ dt=0-f(0,)+pe{f(t)



VETA O OBRAZU DERIVACE

Dulsledek véty 7

Necht T (1) je PST exponenciélniho tadu a, £{f(t)}=F(p).
Potom pro p > max(«,0) plati

£{ f (”)(t)} =p"F(p)-p""f(0,)-p"*f'(0,)—..-p F"2(0,)- F"2(0,)

Dukaz: Ize provést matematickou indukci.

Poznamka:
Vétu o derivaci obrazu a jejiho dusledku pouzivame k reSeni
Cauchyovy ulohy pro linearni obyCejné diferencialni rovnice.



ZPETNA LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Zpétna LT neni jednoznacgna. Z definice LT vyplyva, ze dvé funkce, které
se lisi jen v kone¢ném poctu bodu, maji stejny integral.
Za predpokladu, Ze tyto funkce jsou PST a jejich hodnota v bodech
nespojitosti t je rovna aritmetickému praméru limity zleva a zprava, {j.

£ () = lim ft+&)+ f(t—g).

>0+

plati Lerchova véta (o jednoznacnosti).
Zjednodusene recCeno:
K danému obrazu F(p) existuje nejvyse jeden predmeét standardniho typu

F (t) uvedené vilastnosti, ktery ma Laplacetv obraz £(f (1)) = F(p).
Tento pfedmét oznadujeme takto: £7F (p).

Poznamka: pro zpétnou LT plati analogicka tvrzeni jako pro LT.



ZPETNA LT RACIONALNI FUNKCE

Véta 8

K tomu, aby racionalni funkce F(p) byla Laplaceovym obrazem
obrazem predmetu standardniho typu je nutné a staci, aby
stupen Citatele byl nizSi nez stupen jmenovatele, tedy aby
F(p) byla ryze racionalni funkci.

Jak urcit predmét k ryze racionalni funkci?

Rozkladem této funkce na parcialni zlomky a pouziti zpétné
Laplaceovy transformace na jednotlivé parcialni zlomky.



ZPETNA LT PRIKLAD

UrCete predmet k Laplaceovu obrazuF (p) = p+2

3

p’-p

p+2 _ p+2 A B C

p’-p p(p+D(p-1) p p+1 p-1
1 3

=>A=-2, B=—, C=—
2 2

F(p) =

F(p)=—2tsi 1 3 1
p 2p+1 2p-1
1

1 1

2

f(t)=2{F(p)}=-28" {B} +=-¢° {—} + =&

p+1

1 -

=-21 + —e + Eet
2 2



VETA O OBRAZU DERIVACE - PRIKLAD
Déna rovnice y'+ 2y =4, s pogate¢ni podminkou y(0+)=1
Laplacetiv obraz jednotlivych ¢lent diferencialni rovnice

A ' A A 4
yt)£Y(p), y'(t)=pY(p)-y(0+)=pY(p)-1 4:B
Laplacetiv obraz dané diferencialni rovnice:

pY(p)—l+2Y(p)=%

Urceni funkce Y (p) —obrazu feSeni tlohy y(t)

4 4 5+ p
)WY (p)-1=— AY(p)=—+1<Y(p)=
(p+2)Y(p) IO<:>(r:>+ )Y (p) p+ <Y(p) (0% 2)

Rozklad funkce na parcialni zlomky:
4+ p A B 2 -1 4 412 -1 ot
Y(p)= =—+ =—+ =LY (p)i=2 {—+ }:Z—e
(®) p(P+2) p p+2 p p+2 Y (e} p p+2
Resenim Cauchyovy ulohy y'+2y =4, y(0+)=1 jefunkcey(t)=2-¢™*




RESENT CU PRO LINEARNT ODR S KK - PRIKLAD
y"+y=cost, p.p. y(0+)=-1 y(0+)=1

y(t)2Y(p), cost=—r"
pe+1
y"(t) £ pY(p)—py(0,)-y'(0+)=p*Y(p)+p-1
P
PY(p)+p-1+Y(p) ="
p

(p2+1)Y(p): p2+1—p+1

p p-1 p P 1
Y — — — _

(P) (p2+1)2 p°+1 (p2+1)2 p2+1Jr p°+1

1 -2p p 1 1, . :
Y(p):—§<p2+l)2—p2+1+ ) = y(t):—itsmt—cost+smt



VETA O OBRAZU INTEGRALU
Véta 9 Necht f (t) je PST exponencialniho fadu o, £{f(t)}=F(p).

Potom t :
s{j f(u)du}:%, p > max(0, &)

0

Dakaz: 4y _ J‘f(u)du = £{g(t)} = {jf(u)du}—G(p)

g'(t) = f(v), 9(0+)=jf(u)du:o

F(p)=2{f)}=2{g'(t)} = pG(p)-g(0,) = pG(p)

G(p)= P
P



VETA O OBRAZU INTEGRALU- PRIKLAD

Reste integralni rovnici:
t
x(t)—ZIx(u)du =sint
0

t

x(t) = X (p), fx(u)du é&, sint =

2

S P pe+1
Laplacetiv obraz integralni rovnice:
X 1
X(p)-22 )=
p pe+1
2 1 p—2 1 p
X(p)Ll——} :X(p)( j= = X(p) =
p) p’+l D p?+1 (p2+1)(p—2)
A  Bp+C 2 —-Zp :
X _ X __5 5 5
(P) p—2Jr p2+1:> (P) p—2+p2+1+ p°+1

2 2 1
-1 5 5 5 —2p2t_2 leint =
L { + >t — }—ge —£cost+zsint = x(t)



Integralni rovnici Ize pfevést na ulohu s diferencialni rovnici.
PUvodni rovnici nejprve zderivujeme a doplnime o pfislusnou
pocateCni podminku:

x(t)—ij(u)du:sint — X'(t)—2x(t)=cost, x(0)=0

Laplacedv obraz dif. rce: pX(p)—x(0,)-2X(p)= i

p*+1
P P
X —2)= = X =
(P)(P-2) 1 (p) (7 +1)(p=2)
A Bp+C £ £ L
X _ X __5 5 5
(P) p—2Jr p*+1 = AP p—2+p2+lJr p*+1




VETA O OBRAZU INTEGRALU- PRIKLAD

Resdme integro - diferencialni rovnici

t
x’—4x+3fx(u)du=2e‘, p.p. x(0,)=-1
0

()= X(p), X(t)=pX(p)+1, jx(“)duzxép)’ et:pi—l

Laplacetiv obraz integro-diferencialni rovnice

pX(p)+1—4X(p)+3X(p)=2 1 = x(p)(p_4+§jzi_1
P p-1 p) p-1
p°—4p+3) —p+3 —p
X — X —
(p)[ : ] X

X (p) = 1, > = £ 1, ~t=—le'-te'
p-1 (p-1) p-1 (p-1)



RESENT CAUCHYOVY ULOHY PRO LINEARN{ DIF. ROVNICI
2. RADU S KONSTANT. KOEFICIENTY - PRIKLAD

y"(x)+5y'(x)+6y(x)=4e”, p.p. y(0+)=0, y'(0+)=0

0¥ (p)-p-y(0+)-y (0+)5(pY (p] - y(0+))6¥ (p :piJrl
(p2+5p+6)Y(p):p_+1
(P+2)(P+3)Y (P) ="

_ 4 N _ A N B s C
ey © P TR e s
{Y(p)zz pil_4p12+2 p::—B] = [Y(t)=2eX_4e2x+263x ]




